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Untersuchung der Stabilitit eines gravitierenden Plasmas
in gekreuzten Magnetfeldern

Von F. MEever

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 13 a, 1016—1020 [1958] ; eingegangen am 30. August 1958)

Es wird die Stabilitdt einer Plasmaanordnung untersucht. Dabei wird ein gravitierendes Plasma
mit horizontalem innerem Magnetfeld von einem dagegen um den Winkel a verdrehten horizontalen
Vakuummagnetfeld getragen. Das Beispiel ist eine Erweiterung des von KruskaL und ScuwarzscuiLp
untersuchten Falles a=0 mit parallelem innerem und duflerem Feld. Es ergibt sich die Stabilisierbar-
keit aller Storungen mit kleinen Wellenldngen einschlielich der KruskaL—ScuwarzscuiLp-Instabilitat
durch endliche Verdrehungswinkel a . Fiir groBe Wellenldngen tauchen stets instabile Storungen auf
von der Art hydromagnetischer RayLeicu—Tavvror-Instabilitdten.

The stability of a plasma in crossed magnetic fields is investigated for the following equilibrium
configuration. A plasma with an interior horizontal magnetic field is supported against gravity by a
horizontal vacuum magnetic field which is inclined at some angle a to the interior field. This example
is an extension of the case a=0 investigated by KruskarL and Scuwarzscuirp. It is found that for all
disturbances with small wave lengths, including those disturbances which give the KruskaL—Scuwarz-
scHILD instability, stability can be restored by using a non-zero a . Perturbations of sufficiently large
wave lengths are found unstable for every a and every ratio of field strength.

Schichtet man eine schwere Flissigkeit iiber eine  Magnetfeldern. Wir schlieen uns dabei in der Be-
leichte, so ist ein solches Gleichgewicht instabil. Eine  zeichnung an die Arbeit! von KruskaL und Scawarz-
Welligkeit der Grenzflache wachst dadurch an, dal  scHiLD an.
die in den Wellentélern absinkende schwere Fliissig-
keit mehr Gravitationsenergie gewinnt als die in den
Wellenbergen aufsteigende leichte aufwenden muf.

1. Grundgleichungen

Die gleiche Instabilitait fanden Kruskar und Wir gehen von den folgenden Grundgleichungen aus:
ScHwARzscHILD ! bei einem gravitierenden Plasma, a) im Plasma
das von einem Vakuummagnetfeld getragen wird. Bewegungsgleichung
Die instabile Storung der Grenzfliche ist dabei so dv )
gerichtet, dafl die Magnetfeldlinien parallel zu den 0-g, =—sgradp+ixB+eg, @

Wellen mitgehoben und mitgesenkt werden. Dadurch
tauschen in Wellenberg und Wellental nur Plasma ia
und Vakuummagnetfeld unter Gewinn von Gravi- T8 divo=0, @)
tationsenergie ihren Platz. Das gilt auch dann, wenn

Kontinuitédtsgleichung

im Plasma ein dem Vakuumfeld paralleles Magnet- Erergiegleidinng
: dp p do
feld vorhanden ist. o d’ (3)
Ein solcher bloBer Austausch wird unmoglich ge- .
Induktionsgesetz

macht, wenn das Magnetfeld im Plasma gegeniiber
dem Feld im Vakuum gekreuzt ist. Mit jeder Wel- rotC=— — (4)

ot ’
lung der Grenzfliche ist dann eine entsprechende
Wellung anliegender Feldlinien verbunden. Man Verkettungsgesetz
wird erwarten, dafl der dafiir erforderliche Energie- rotB=j, divB=0, (5)
aufwand stabilisierend wirkt. ,Ohmsches Gesetz*
Die Stabilitdt einer solchen Anordnung wird in C+oxB=0; (6)
dieser Arbeit untersucht. Sie dient als ein Beispiel
fir den stabilisierenden Einflul von gekreuzten b) im Vakuum
Vektorpotential
! M. Kruskar u. M. ScawarzscuiLp, Proc. Roy. Soc., Lond. A BorotA., C—— 3 1)
223, 348 [1954]. = ’ 3’
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Vakuumfeldgleichung
divA=0, 4A=0; (8)
c) an der Grenzflache, Kontinuitat fiir
»Normalspannungen*
3BV -BF) =p, 9
,» L angentialspannungen®
ABY,n) = (B, n) =0, (10)
Tangentialkomponente von €
nxEV=nxGEP. (11)

Wie iiblich bezeichnen ¢, p und v Dichte, Druck und
Geschwindigkeit des Plasmas, € und B elektrische und
magnetische Feldstirke, 2l das Vektorpotential, | die
Stromdichte, g die Gravitationsbeschleunigung, n die
Einheitsnormale der Grenzfliche und y das Verhiltnis
der spezifischen Wirmen. Die Indizes P und V kenn-
zeichnen GroBen im Plasma und Vakuum.

Bei der Ableitung dieser Gleichungen? wurde eine
unendliche Leitfidhigkeit des Plasmas angenommen, der
Verschiebungsstrom und die elektrische Kraftdichte sind
als klein vernachldssigt. Der Einfachheit halber wurde
weiter vorausgesetzt, dal im Vakuum kein statisches
elektrisches Feld vorhanden ist. Aulerdem werden die
Bewegungen des Plasmas als adiabatisch betrachtet.

2. Gleichgewicht

Wir fiihren ein rechtwinkliges Koordinatensystem
x, y, z ein. Dessen Einheitsvektoren seien ¢, ¢,, €,.

Dabei zeige die y-Achse nach oben,
g=—8¢.

Wir wollen jetzt die folgende Gleichgewichtsanord-
nung untersuchen.

Das Plasma befinde sich in Ruhe oberhalb der
Grenzfliche y =0. Druck und Dichte besitze die

barometrische Verteilung
p=poexp(—hy),

Der Druck des Magnetfeldes im Plasma soll dersel-
ben Hohenformel gehorchen. Entsprechend sei also

B =B,’ exp (— Z y) e, . (14)
Dann erfordert das Gleichgewicht fiir den Kehrwert
der ,,homogenen Schichtdicke*

—_ 8Q 15
h= 1B o)

Der zu (14) gehérige Strom ist

. h h
=3 B,F exp (—-—2 y)e,.

(12)

o=0pexp(—hy). (13)

(16)

2 Vgl. z. B. A. Scuriter, Z. Naturforschg. Sa, 72 [1950].
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Das Vakuummagnetfeld im Raum y <0 sei gegen
das Plasmafeld um den Winkel a gedreht,

B =B, (sinae,+cosac,). (17)

Die Bedingungen an der Grenzfliche verkniipfen
beide Felder durch

%[(Bov)z— (Bop)2] =Po - (18)

Die beiden Vektoren b und € sind identisch Null.

Diese Gleichgewichtskonfiguration weicht von der
von Kruskar und ScawarzscHILD untersuchten aufler
durch den Drehwinkel @ 3=0 auch in der Wahl des
Plasmafeldes (14) ab, das KruskaL und ScHwAarz-
scHiLD homogen ansetzten. Unsere Festlegung hat
den Vorteil, daf} sich in der spateren Stérungsrech-
nung die Exponentialfaktoren exp(—hy) zwischen
Druck und Magnetfeld exakt herausheben und die
Rechnung damit auch auf den Fall groler Wellen-
laingen anwendbar wird. In der von den genannten
Autoren benutzten Niherung kleiner Wellenlidngen
stimmt das Ergebnis der Storungsrechnung fiir beide
Falle iiberein, wenn man die andere Definition

hks =g Qo/Po (19)

der (15) entsprechenden homogenen Schichtdicke
beachtet. Das zeigt die entsprechende Rechnung.

3. Storungsrechnung

Wir untersuchen jetzt kleine Abweichungen von
der Gleichgewichtslage (13) bis (18) und kenn-
zeichnen sie mit einer Tilde. Dabei werde ein Expo-
nentialfaktor der ungestorten GroBle auch in der
Storung abgespalten:

—exp(—hy)- (po+P).
p p ()} (20)
%=exp(— —;—y)-(Bopez+%), b=",

entsprechend fiir ¢ und j. Im Vakuum setzen wir

B—B,Y(sinae, +cosae,) +rotd. (21)

Die Grundgleichungen werden in den Stérgrofien
linearisiert. Nach Herausheben der Exponentialfak-
toren werden sie zu einem linearen, homogenen Dif-
ferentialgleichungssystem fiir die Storungen. Jede
Losung dieses Systems 1afit sich als Superposition
von Elementarlosungen darstellen. Wir brauchen
nur noch deren Stabilitdt zu untersuchen. Dazu set-
zen wir

p=pexp{ik,e—kPy+ik,z+ot} (22)
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usw. im Plasma, sowie

N=Wexplikor +kYy+ikyz+owt) (23)

im Vakuum.

Dabei kennzeichnen die reellen Werte von k, und
k, die Storung der Grenzflache. Die GroBen k,F und
k,V geben das Abklingen dieser Stérung ins Plasma
und ins Vakuum an. Da die Abweichungen vom
Gleichgewicht als klein vorausgesetzt sind, kommen
fir k,* und %,V nur positive Realteile in Frage. Die
Frequenz w entscheidet iiber die Stabilitdt der Sto-
rung. Diese ist dann stabil, wenn w rein imaginar ist.

Mit den Ansitzen (22) und (23) wird aus dem
Dgl.system der StérgroBen p, ... ein System algebra-
ischer, homogener Gleichungen fiir die Vorfaktoren
P.-...In diesem System fithren wir die folgenden

dimensionslosen Grofen und Winkel ein.
k.=ksind, k,=kcos?, f=9-—a, (25)
R=GBD g_ *  p_ 2R, (2
Y Po vk o
2 0y w* 2 _ kP
Q2 = . K po +Rcos??, K= = (27)

Es bedeuten also ¥ und f§ die Winkel zwischen der
Fortpflanzungsrichtung f = (%, 0, k,) und dem Ma-
gnetfeld im Plasma bzw. im Vakuum (Abb. 1).
Das Gleichungssystem der Amplitudenfaktoren
ps ... ist iiberbestimmt. Man findet als triviale Lo-

Q-2
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(y) 282
Abb. 1.

sungen die stationdre Stromung lings der Magnet-
feldlinien im Plasma

0,==0, v,=v,=0, ©=0,
ko=k, k=0, o=p=0, B=9-0, (28)
und die ALrvEN-Welle
ax:lf(), @y=f)z=0, k.r:oa kzzk’ (29)
(4)2_ (ByP)2 . kv = o
= ”;;7, B=i €, 0=Pp=0, A=0

Fir eine nicht triviale Losung muf} gelten

Jo Vi (30)

neben zwei weiteren Gleichungen. Diese kann man
auffassen als Bestimmungsgleichungen fiir 2% und K.
Fihrt man noch die neuen Parameter

[R*+(1+ 5 R) d—(1—R) bcos? flcos? I+ (1+R) [(1+ 5 R) d—b cos® f] sin? &
- 1+4R+bcosf N

1 (A+R (+ 3 R)d—beos? f[1+d(y—1— 5 R)] R(1+ 4 R) d[(1+  R) d—b cos? §] sin® &

und 2= ——

Mit (31) ist in den Gln. (32) und (33) eine inter-
essante Aufteilung gelungen. Sie gestattet, die Sta-
bilitit an einer einzigen quadratischen Gleichung fiir
2 als Funktion der GroBen d und b cos®f und
der iibrigen Parameter unabhingig von K zu disku-
tieren. K wird dann aus (33) bestimmt und liefert
iiber (31) die zugehorigen Werte von H und
Bcos?f5.

3 K. Hamy, R. Lust u. A. ScuriTer, Z. Naturforschg. 12 a, 833
[1957], vgl. auch Anm. “.

4 1. B. Bernstely, E. A. Frieman, M. D. Kruskar u. R. M. Kuts-
rup, Proc. Roy. Soc., Lond. A 244, 17 [1958].

d=H/K, b=B/K (31)
ein, so erhalt man schlieBlich
{22_[(1:;—}) 4 ouney || e bane e —0 (32)
1+R+bcos®f
e ()

Es werde der Wertebereich bestimmt, in dem d
und b fiir sinnvolle Lésungen variieren diirfen.
Hain, Lost und ScrLiTER 3 haben gezeigt, dafl w?
stets reell ist. Nach (27) gilt dann dasselbe fiir £2.
Fiihrt man in (33) statt d und b die Werte H und B
ein, so erhilt man fiir K einen gebrochen rationalen
Ausdruck in den reellen Grofen 22, R, H und B.
Daher ist K selbst reell und mit Re k,* >0 groBer
Null. Nach (31) kann man sich daher auf positive
Werte von d und b beschrinken. Wegen

K-beo? f<B= 2 LR

/

(34)



STABILITAT EINES GRAVITIERENDEN PLASMAS IN GEKREUZTEN MAGNETFELDERN

haben nur solche Variationen von b cos?f einen

Sinn, fiir welche (33)

K< (% +R)/(bcos2 B) (35)
ergibt.

Wir diskutieren zwei einfache Grenzfille der Gln.
(32) und (33). Dabei setzen wir R == 0 voraus. Der
Fall R =0 bedeutet verschwindendes Plasmamagnet-
feld und ist in der Untersuchung von Kruskar und
ScawARrzscHILD enthalten.

4. Stabilisierung fiir kleine Wellenlingen

Es sei k,?>h. Diese Storungen klingen im
Plasma mit einer Héhe ab, die klein gegen die
homogene Schichtdicke ist. In dieser Nidherung ha-
ben KruskaL und ScuwarzscaiLp gerechnet. Mit
(26), (27) und (31) folgt

d<1. (36)

Wir untersuchen zunichst den Fall
a) bcos®f nicht >d

Das sind solche Wellen, die sich senkrecht zum
Vakuumfeld fortpflanzen,

cos? f<1. (37)
Neben einer stets stabilen Stérung mit
Qo' R 2y

) K g TR cos (38)

findet man die weitere

Q2=[d(1+ ;' R) — b cos? f] sin? ¥, K =|sin?|.
(39)

Daraus erhilt man

0o @*
¥k po

— (1+ 5 R)[H— 2 cos? f] |sin ¥ |
—Rcos®®. (40)

Unsere Voraussetzungen besagen, daBl der erste
Ausdruck auf der rechten Seite klein gegen eins ist,
und es herrscht Stabilitiat, wenn nicht auch

cos2¥<K1. (41)

Dieser letzte Fall kann nur eintreten, wenn auch
der Winkel a zwischen Vakuum- und Plasmamagnet-
feld klein ist, wie aus (37) mit ¥=pf+a folgt.
Dann ergibt (40)

%oﬂz 55° — (By¥)2cos? f— (ByF)%2cos?¥. (42)
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(42) ergibt fiir a=0 (d. h. f =) und cos ¥ —0
die KruskaL—ScuwarzscHiLp-Instabilitat mit

w?*—>gk.

(42) bleibt nun fiir alle ¥ negativ, wenn

a2>~59—°—< : X3 7z )

E \(BY)2 ' (BP)? )

Durch Wahl von o gemill dieser Bedingung laft
sich daher diese Instabilitdt vermeiden.

b) bcos’f>d

Das sind die iibrigen Storungen, die nicht senk-
recht zum Vakuumfeld laufen. Damit Instabilitat
auftreten konnte, miif3te

4 R[R+1+bcos® ][R cos®> P+ b cos® f] cos® ¥ <0
(44)

gelten, wie man aus (32) mit w?>>0 erhilt. Diese
Forderung ist unerfiillbar. Das beweist gleichzeitig
die in der Arbeit! ausgesprochene Vermutung, dafl
alle anderen Storungen stabil sind.

c) Die Niaherung dieses Abschnittes A <Fk,P ist
nicht mit der Naherung ,, Wellenldnge klein gegen
homogene Schichtdicke“ identisch. Sie ist mit H < K
fiir kleine K eine scharfere Einschrankung als H <1.
Wir wollen zeigen, daBl auch im erweiterten Fall
H <1 alle Storungen stabilisierbar sind. Aufler der
obigen Rechnung benotigen wir nur noch eine Unter-

luchung der Fille H <1 und gleichzeitig K <1.
Aus Gl (33) folgt mit H <1 fiir K<1 auch
22 <1.Wegen (27)

0, 2
QD7 _ 2 _ R cos?

7 k* py etay

sind solche Storungen sicher stabil, wenn nicht
gleichzeitig

cos?d <1 ist. (45)
Fiir diesen letzten Fall ergibt aber (32)
e R o
022 = TR S 9, (46)
und nach (27 a) ist auch diese Storung mit
Oy @ _ _ R 2
o iR cos? ¢ (47)

stets stabil.

Wir fassen als Ergebnis dieses Abschnittes zusam-
men: Alle Storungen, deren Wellenldngen klein ge-
gen die homogene Schichtdicke sind, werden durch
Kreuzung der Magnetfelder um einen Winkel «
nach (43) stabilisiert.
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5. Instabilitat fiir groBe Wellenlidngen

Wir betrachten Storungen, deren relative Stirke
langsamer als die barometrische Verteilung abklingt,

kP <h. (48)

Das bedeutet d > 1. Fiir 22 und K erhilt man aus
(32) und (33) neben einer stets stabilen Storung

5. A+ 5 R H
cos? i+ 1/1+cost f ’
K- (+R sin® ) [cos® f+ 1/1+cg§‘i73 ]—Bcos*f (49)
1+R

Daraus ergibt sich die Frequenz
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Diese Storungen sind sdmtlich instabil. Im Falle
f=90° stellt (50) wieder die hydromagnetische
Ravieica-Tavror-Instabilitit* dar. Die Anwachs-
rate ist im Fall cosf=1, in dem das Vakuum-
magnetfeld mitgewellt wird, nur um den Faktor
0,644 kleiner.

Der Winkel ¥, d. h. das Plasmamagnetfeld taucht
in (50) nicht mehr auf. Das liegt daran, daf} die
fir eine Anderung des Plasmafeldes erforderliche
Energie gegeniiber der fir das Vakuumfeld keine
Rolle spielt, weil die Stérung im Plasma absolut
schon mit der homogenen Schichtdicke abfallt, wih-
rend im Vakuum die groBere Wellenldnge das Ab-
klingen bestimmt.

Wir geben noch die Amplitudenfaktoren im Fall

= coseﬁgﬁ;’c@ g (50) " (49) an:
Vr= —iv,(cos> B+ V1 +c;)é4 B) sind, p:= —iv,(cos? B+ V1 +costB) cos?,
A= ’fg,cosa, Ay — i")’rsina, A= —4 %jj—sinﬂ,
o= " (h-kM)ay p= "0 (h—7 kM) py. 61
B y BO"{% e, +k[cos ¥ sind e, +icosde, + (cos?— M) e,] }
Dabei wurde gesetzt
M) - (cos2 B+ Y/1+cos* ) Rcos* #— (5 +R) cost . _—

Die Storung ist in Ubereinstimmung mit (48) in
erster Niaherung eine lokale Verschiebung des Plas-
mas mit d/d¢=0. Erst in zweiter Naherung kom-
men Zustandsidnderungen ins Spiel.

In diesem Abschnitt ergibt sich das Auftreten in-
stabiler Storungen nach Art der hydromagnetischen
RayLerca—TayLor-Instabilitat.

Zusammenfassend stellen wir fest, daf} eine Kreu-
zung der Magnetfelder im Plasma und Vakuum ge-
stattet, alle Storungen kleiner Wellenldngen zu sta-
bilisieren. Werden die nur fiir groe Wellenlédngen

1+R

auftretenden Instabilititen etwa durch Periodizitéts-
forderungen der Anordnung ausgeschlossen, so laBt
sich mit einer solchen, den bloBen (destabilisieren-
den) Austausch von Plasma und Magnetfeld ver-
hindernden Kreuzung eine vollige Stabilitat errei-

chen.

An dieser Arbeit hat Herr Dr. R. KippENHAHN wesent-
lichen Anteil. Sie wurde mit ihm zusammen begonnen
und ist aus gemeinsamen Diskussionen entstanden, fiir
die der Verfasser herzlich dankt. Den Hinweis auf das
hier behandelte Problem verdanken wir Herrn Prof. Dr.
A. SCHLUTER.



